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简谐荷载作用下饱和土体中圆形衬砌隧道 
三维动力响应分析 

曾  晨 1, 2，孙宏磊 1, 2，蔡袁强 1, 2, 3，王  鹏 3 
（1. 浙江大学 滨海和城市岩土工程研究中心，杭州 310058；2. 浙江大学 软弱土与环境土工教育部重点实验室，杭州 310058； 

3. 温州大学 建筑与土木工程学院，浙江 温州 325035） 
 

摘  要：研究了全空间饱和土体中圆形衬砌隧道在径向简谐点荷载作用下的三维动力响应，将衬砌用无限长圆柱壳来模拟，

土体用 Biot 饱和多孔介质模型来模拟，引入两类势函数来表示土骨架的位移和孔隙水压力，并利用修正 Bessel 方程来求解

各势函数，结合边界条件，得到频率-波数域内衬砌和土骨架位移、孔隙水压力的解答，最后进行 Fourier 逆变换得到时间-

空间域内的响应。通过算例分析了荷载振动频率和土体渗透性对土体和衬砌位移响应及土体孔压的影响。结果表明，饱和土

体和弹性土体的位移响应具有明显区别。随着荷载频率的增大，土体和隧道位移幅值减小，土体孔压幅值增大；随着土体渗

透性增大，土体位移及孔压幅值减小。 
关  键  词：简谐点荷载；衬砌隧道；饱和土；动力响应 
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Analysis of three-dimensional dynamic response of a circular lining  
tunnel in saturated soil to harmonic loading 
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3. College of Architecture and Civil Engineering, Wenzhou University, Wenzhou, Zhejiang 325035, China） 
 

Abstract: Three-dimensional dynamic response of a circular lining tunnel surrounded by a full-space saturated soil to a harmonic 
point load acting in the radial direction is investigated. The lining is modeled as a cylindrical shell of infinite length; and the soil is 
modeled as a saturated poroelastic medium using Biot’s theory. Two kinds of potential functions are introduced to represent the 
displacements of the soil skeleton and the excess pore fluid pressure; and the modified Bessel equations are utilized to obtain the 
expressions of the potentials function. According to boundary conditions, the analytical solutions of displacements of lining and soil 
and pore pressure are derived in frequency-wave number domain. Finally, the time-space domain solutions of the dynamic responses 
are obtained by inverse Fourier transformation. The effects of load vibration frequency and soil permeability on displacement and 
pore pressure responses are investigated. Numerical results show that the displacement response of saturated soil is significantly 
different from that of single phase elastic soil. As the load vibration frequency increasing, the displacement amplitudes of soil and 
tunnel decrease, while the pore pressure amplitude increases. The displacement and pore pressure amplitudes of soil decrease as the 
soil permeability getting better. 
Key words: harmonic point load; lining tunnel; saturated soil; dynamic response 
 

1  引  言 

城市轨道交通具有运量大、安全、快捷、准时

等特点，已成为解决城市交通拥堵的有效措施。随

着世界各地建造地铁的城市迅速增多以及人们对生

活环境质量的要求越来越高，地铁运营引起的环境

振动问题已成为一个研究热点，备受国内外学者关

注。 
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对于地铁运行引起的环境振动问题，目前已经

提出了许多分析模型和计算方法。Chua 等[1]建立了

有限元分析二维模型，考虑了地铁-地基土-结构的

相互作用，计算分析了一幢银行建筑在地铁振动环

境下的动响应；Sheng 等[2]利用离散波数法建立了

一个预测模型，用以计算成层土中的圆形衬砌或无

衬砌隧道在固定或移动简谐荷载作用下引起的土体

动力响应；Gardien 等[3]开发了隧道振动的三维有限

元模型，模型中包含 3 个子模型，考虑了从振动产

生到向外传播的整个过程；Forrest 等[4－5]首先提出

了 Pipe-in-pipe（PiP）模型，并结合双梁无砟轨道

模型，用解析的方法研究了全空间中隧道的动力响

应问题，考虑了轨道系统、衬砌结构与地层三者的

耦合；Degrande 等[6]建立了三维模型用于计算地铁

列车引起的自由场振动，用有限元和边界元方法分

别模拟隧道和土体，研究了隧道和土体的动力相互

作用问题；Gupta 等[7]比较了 PiP 模型和周期性有限

元-边界元耦合模型，两种模型在分析全空间中衬砌

隧道的响应问题时，结果具有较好的一致性；刘维

宁等[8]建立车辆-轨道基础-衬砌结构-地层系统的

三维有限元振动响应分析模型，对地铁引起地面振

动响应进行计算分析；谢伟平等[9]利用有限元分析

了地铁运行引起的土的波动特性，对列车荷载进行

了简化，并且考虑了地基土不同性质的影响；和振

兴等[10]将轨道、隧道结构和列车荷载简化后建立三

维有限元动力分析模型，计算了列车引起的地面振

动，以分析隧道地基弹性模量和隧道埋深对地面振

动响应的影响。以上的研究无论采用数值模拟还是

解析方法，都是用单相介质模拟土体进行研究的。

然而，很多时候地铁隧道埋深较大，在富水地区一

般位于地下水位以下，把土体视为饱和两相介质更

接近于实际情况。已有的关于移动荷载动力响应的

研究表明，当荷载移动速度接近地基 Rayleigh 波波

速时，将饱和土体简化为单相介质将带来较大的误

差，无法准确预测荷载引起的振动[11]。 
目前已有一些学者用饱和多孔介质模型模拟土

体，考虑流-固两相的耦合作用，研究隧道与土体  
的动力相互作用。通过 Laplace 变换，Senjuntichai
等[12]得到了无限饱和多孔弹性介质中无限长隧道

（无衬砌）内表面作用轴对称荷载和流体压力条件

下的瞬时响应解答；刘干斌等[13]引入一种黏弹性本

构模型来描述介质的流变和松弛性质，研究了无限

黏弹性饱和多孔介质中圆柱孔洞（有衬砌）表面受

轴对称简谐荷载和流体压力作用下的频域响应问

题；文献[14]研究了移动的空间轴对称荷载作用下

饱和土中无衬砌隧洞的动力响应，并讨论了移动荷

载的移动速度对隧洞动力响应的影响；考虑衬砌与

周围饱和土体的不完全连结，Hasheminejad 等[15]研

究了轴对称环形移动荷载作用下的无限长圆形衬砌

及周围土体的动力响应，并重点分析了衬砌与土体

不完全连结的影响；通过引入势函数，黄晓吉等[16]

研究了饱和土中带有衬砌的圆形隧洞在移动环形荷

载作用下的动力响应，计算并比较了 3 种隧洞模型

（单相弹性土体隧洞、饱和土体隧洞和饱和土衬砌

隧洞）的动力响应。以上研究中虽然将土体视为饱

和多孔介质，但都是在平面应变或者轴对称情况下

进行分析，无法研究地铁运行引起的振动及孔压等

沿隧道轴向或环向的空间分布和传播规律。显然，

采用三维模型模拟地铁荷载作用下的隧道动力响应

和土体波动更贴近实际。 
本文用无限长圆柱壳来模拟衬砌，用 Biot 饱和

多孔介质模型[17－18]来模拟土体，研究了全空间饱和

土中圆形衬砌隧洞在径向单位简谐点荷载作用下的

三维动力响应。引入两类势函数来表示土骨架的位

移和孔隙水压力，并利用修正 Bessel 方程来求解各

势函数，结合边界条件，得到频率-波数域内位移和

孔隙水压力的解答，最后进行 Fourier 逆变换得到时

间-空间域内的动力响应。计算了隧道周围土体中一

点、隧道仰拱及其下方土体的动力响应，并根据计

算结果分析了荷载振动频率和土体渗透性对土体和

衬砌位移响应及土体孔压的影响。 

2  控制方程及求解 

2.1  衬砌结构振动方程 
本文采用无限长圆柱壳模拟衬砌，衬砌的三维

模型以及所采用的圆柱坐标系统如图 1 所示，衬砌

在轴向 x、环向 y、径向 z 的振动方程如下[4]： 
 

 
图 1  衬砌结构的三维模型 

Fig.1  Three-dimensional model for lining 
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                                        （1） 
式中：E、 、ν 分别为衬砌的弹性模量、密度、泊

松比；a 为衬砌壳体中面的半径；h 为衬砌厚度；环

向角度 见图 1；u、 、w 为衬砌中面沿 x、y、z
方向的位移；qx、qy、qz为衬砌中面沿 x、y、z 方向

的净应力，等于作用在衬砌内、外表面荷载所产生

应力的差值。位移分量及应力分量见图 1。 
当作用在无限长圆柱形衬砌的荷载为简谐荷

载，并且荷载作用线位于 =0°平面内时，各应力

分量为 
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式（1）中的各位移可表示为 
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式中：i 1  ；为角频率； 为波数； xnQ 、 ynQ 、

znQ （ nU 、 nV 、 nW ）为应力（位移）在环向模态

数 n 下的量（n 为不小于 0 的整数），而上标“~”表
明这 6 个变量为频率-波数域内的量。 

将式（2）、（3）带入式（1），写成矩阵形式为 
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矩阵[A]中各元素表达式可参见文献[4]中附录

A.1。 
2.2  饱和土体运动方程 

假定衬砌周围土体为均质饱和多孔介质，引入

Biot 波动方程[17－18]： 
2

, , , b f

, , f
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                                        （5） 
式中：ui、wi 分别为土骨架位移分量和流体相对于

土骨架的位移分量；ui、wi上的“·”表示对时间 t 求
导；、  为土骨架的 Lamé 常数； 、M 为土颗

粒和孔隙流体压缩性的常数； d/b k 为反映黏性

耦合的参数， 、kd 分别为流体的动力黏滞系数和

土的动力渗透系数； b 0 f 0 s(1 )n n     ，n0 为土

体的孔隙率， f 、 s 分别为流体密度和土骨架密

度； f 0/m n 。 
均质饱和多孔介质的本构方程为 

f

f

2  ij ij ij ije p

p Me M
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式中： ,i iw   ； ij 为土体单元总应力； ,i ie u 为

土骨架的体积应变； , ,( ) / 2ij i j j iu u   为土骨架应

变； ij 为 Kronecker 符号；pf为孔隙水压力。 
根据 Helmholtz 矢量分解定理，可以把式（5）

中土骨架位移 u 和流体相对于骨架的位移w 用标量

势和矢量势分别表示为 

  u  ，   w Θ      （7） 

式中： 、 分别为土骨架部分的标量势函数和矢

量势函数； 、Θ 分别为流体部分的标量势函数和

矢量势函数。 
在稳态情况下，将式（7）代入波动方程（5），

并将时间因子 eiωt 代入计算中，可以得到两组耦合

方程： 
2 22 2
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式中： 2 为 Laplace 算子。为公式推导简便起见，

这里及下文变量中的时间因子 eiωt均被省略。 
由式（8）、（9）得到如下的 Helmholtz 方程[19]： 
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式中：kf、ks和 kt分别代表饱和土中快纵波（P1 波）、

慢纵波（P2 波）和横波（S 波）的复波数，并且有 
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其中： ( 2 )A M   ， 2( + 2 )B M      
2( i )m b  2 2

b f2M M      ， 2 2
b (C m     

2 4
fi )b   ， 2( i )D m b    。 

利用式（8）～（13），经推导整理，各势函数

可表达为 

f s    ， f f s s      ， tΘ     （14） 

其中： 
2 2 2

f,s b
f,s 2 2

f f,s

( 2 )M k
Mk

    


  
  




，
2

f
t 2 im b

 


 
 


。 

衬砌周围的全空间饱和土体三维模型及所采用

的圆柱坐标系统如图 2 所示，土体模型的内径为 a 
（与图 1 中衬砌相匹配），外径无穷大。在圆柱坐标

系统 (r,  , z) 下，式（10）、（11）中 Laplace 算
子可表达为[4] 

2 2 2
f,s f,s f,s f,s2

f,s 2 2 2 2
1 1
r r r r z

   
 


   

   
   

  （15） 

2 2
2 2

2 2
2 2

2

2          + +

r
r r

r
z z

r r

r r




 


  


 

   


      
   

e

e e


   

 （16）

 

式中：er、 e 、ez分别为沿圆柱坐标系主方向 r、 、

z 的单位向量； r 、  、 z 是 的分量。 
 

 
图 2  饱和土体的三维模型 

Fig.2  Three-dimensional model for saturated soil 
 

将式（7）展开，再利用式（14）有土骨架沿 r、
θ、z 方向的位移分量表达式为 

 

sf

sf

sf

1

1

1 1  

z
r

r z

r
z

u
r r r z

u
r z r

r
u

z z r r r







  


  
 

 


  
        

              
     
    

   （17） 

为了求解 Helmholtz 方程（10）、（11），设势

函数具备如下形式： 
i

f 1

i
s 2

i

i

i

( )cos( )e

( )cos( )e

( )sin( )e

( )cos( )e

( )sin( )e  

z

z

z
r r

z

z
z z

f r n

f r n

g r n

g r n

g r n








 



 

 

 

 

 




 


 


 
 

        （18） 

将式（15）、（16）、（18）代入式（10）、（11），

有 
2 2 2 2 2

1 1 f 1

2 2 2 2 2
2 2 s 2

2 2 2 2 2
t

2 2 2 2 2
t

2 2 2 2 2
t

[( ) ] 0

[( ) ] 0

[( ) 1] 2 0

[( ) 1] 2 0 

[( ) ] 0

r r r

r

z z z

r f rf k r n f

r f rf k r n f

r g rg k r n g ng

r g rg k r n g ng

r g rg k r n g



  











     


      


        
        
      

  

                                       （19） 
式中的求导符号表示对 r 求导。 

利用规范变换不变性，可以设 θ rg g  ，代入

式（19）中的第 3 式可得 

2 2 2 2 2
t[( ) +( 1) ] 0r r rr g rg k r n g        （20） 

可见式（19）中的第 1、2、5 式为 n 阶修正 Bessel
方程，式（20）为 n+1 阶修正 Bessel 方程，它们的

解具有如下形式： 

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

1 1

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) 

( ) ( )

n n

n n

r r n r n

z z n z n

f A I r B K r
f A I r B K r
g g A I r B K r
g A I r B K r



 

 

 

 
 

  


  


    
  

  （21） 

式中： 2 2 2
1 fk   ， 2 2 2

2 sk   ， 2 2 2
tk   ；

In、Kn分别为第 1、2 类 n 阶修正 Bessel 函数；A1、

B1、A2、B2、Ar、Br、Az和 Bz为待定系数。 
将式（18）中各势函数代入式（17）中，并注

意到 θ rg g  ，各位移分量可进一步表达为 

z 

a 

e , u 

 

r 

R 

er , ur 

ez , uz 
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 

 

i
1 2

i
1 2

i
1 2

i cos( )e

i sin( )e

1i cos( )e  

z
r r z

z
r z

z
z r r

nu f f g g n
r

nu f f g g n
r

nu f f g g n
r








 

 

 

         
         
        

 （22） 

对本构方程式（6）中的两项 ,i iu 、 ,i iw 进行如下

操作： 
2 2 2 2 2

, f s f f s si iu k k              u ， 

2 2 2
, f f s si iw              w  

2 2
f f f s s sk k                       （23） 

将上两式代入式（6）中，并使用圆柱坐标系下

各应变的表达式[4]，有 
2 2

f f f f s s s

2 2
f f f s s s

( ) ( )  

2

1

r
rr

r
r

r z
rz

p Mk Mk
ua k a k
r

u uu
r r r
u u
z r

   


     


         
        

 


     

   

 


 

   （24） 

其中： f,s f,s( )a M      。 
联立式（18）、（22）、（24），可得 

 

   

2 2 i
f f f 1 s s 2

2 2
f f 1 s s 2 1 2

i
2

1 2 1 22

2

2

( ) ( ) cos( )e

2 2 i

        2 2 cos( )e

2 2 i

1      i s

z

rr r

z
z z

r r

r z z z

p Mk f Mk f n

a k f a k f f f g

n ng g n
r r

n nf f f f g
r r

n ng g g g
r r r

     
         

  
         

     








    

   

  

    


   

 

i

1 2

2 i
2

in( )e

12 i

1        i cos( )e

z

rz r r

z
r z

n

nf f g g
r

n ng g n
rr














         
          







    

    

 

                                       （25） 
修正 Bessel 函数具备如下递推关系[4] 

1

1

1

1

( ) ( / ) ( ) ( )
( ) ( / ) ( ) ( )

( ) ( ) ( / ) ( )
( ) ( ) ( / ) ( ) 

n n n

n n n

n n n

n n n

I z n z I z I z
K z n z K z K z
I z I z n z I z
K z K z n z K z









   
   
   
    

   （26） 

将式（21）分别代入式（22）、（25）中，利用

式（26）进行整理，可得饱和土体的土骨架位移及

总应力的矩阵形式为 

      i ze
r

z

u
u S U D
u

 
     
 
 


u      （27） 

      i ze
rr

r

rz

S T D
 
     
 
 








      （28） 

式中：   T
1 1 2 2 r r z zD A B A B A B A B ，

 
cos 0 0

0 sin 0
0 0 cos

n
S n

n






 
   
  

； U 和  T 均为 3×8

的矩阵。 
矩阵 3 8[ ]U  中各元素的具体表达式为 

11 1 1 1 1( ) ( )n n
nu I r I r
r

    ， 

12 1 1 1 1( ) ( )n n
nu K r K r
r

    ， 

13 2 2 1 2( ) ( )n n
nu I r I r
r

    ， 

14 2 2 1 2( ) ( )n n
nu K r K r
r

    ， 

15 1i ( )nu I r  ， 16 1i ( )nu K r  ， 

17 ( )n
nu I r
r

 ， 18 ( )n
nu K r
r

 ； 

21 1( )n
nu I r
r

  ， 22 1( )n
nu K r
r

  ， 

23 2( )n
nu I r
r

  ， 24 2( )n
nu K r
r

  ， 

25 1i ( )nu I r  ， 26 1i ( )nu K r  ， 

27 1( ) ( )n n
nu I r I r
r

     ， 

28 1( ) ( )n n
nu K r K r
r

     ； 

31 1i ( )nu I r  ， 32 1i ( )nu K r  ， 

33 2i ( )nu I r  ， 34 2i ( )nu K r  ， 

35 ( )nu I r   ， 36 ( )nu K r  ， 

37 0u  ， 38 0u  。 

矩阵 3 8[ ]T  中各元素的具体表达式为 
2

2 2
11 1 f f 12

1
1 1

2 ( )

       2 ( ) ,

n

n

n nt a k I r
r

I r
r

  


 

  
     

    

2
2 2

12 1 f f 12

1
1 1

2 ( )

      2 ( ) ,

n

n

n nt a k K r
r

K r
r

  


 

  
     

    
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2
2 2

13 2 s s 22

2
1 2

2 ( )

       2 ( ) ,

n

n

n nt a k I r
r

I r
r

  


 

  
     

    

2
2 2

14 2 s s 22

2
1 2

2 ( )

       2 ( ) ,

n

n

n nt a k K r
r

K r
r

  


 

  
     

    

15 1
12 i ( ) 2 i ( )n n

nt I r I r
r

     


  ， 

16 1
12 i ( ) 2 i ( )n n

nt K r K r
r

     


   ， 

2

17 122 ( ) 2 ( )n n
n n nt I r I r

rr
    


  ， 

2

18 122 ( ) 2 ( )n n
n n nt K r K r

rr
    


  ； 

2

21 1 1 1 122 ( ) 2 ( )n n
n n nt I r I r

rr
    


   ， 

2

22 1 1 1 122 ( ) 2 ( )n n
n n nt K r K r

rr
    


   ， 

2

23 2 2 1 222 ( ) 2 ( )n n
n n nt I r I r

rr
    


   ， 

2

24 2 2 1 222 ( ) 2 ( )n n
n n nt K r K r

rr
    


   ， 

25 1
1i ( ) 2 i ( )n n

nt I r I r
r

     


  ， 

26 1
1i ( ) 2 i ( )n n

nt K r k r
r

     


   ， 

2
2

27 122 ( ) 2 ( )n n
n nt I r I r

rr
    

 
    
 

， 

2
2

28 122 ( ) 2 ( )n n
n nt K r K r

rr
    

 
    
 

； 

31 1 1 1 12 i ( ) 2 i ( )n n
nt I r I r
r

       ， 

32 1 1 1 12 i ( ) 2 i ( )n n
nt K r K r
r

       ， 

33 2 2 1 22 i ( ) 2 i ( )n n
nt I r I r
r

       ， 

34 2 2 1 22 i ( ) 2 i ( )n n
nt K r K r
r

       ， 

 2 2
35 1( ) ( )n n

nt I r I r
r

          ， 

 2 2
36 1( ) ( )n n

nt K r K r
r

         ， 

37 i ( )n
nt I r
r

   ， 38 i ( )n
nt K r
r

   。 

比较式（27）、（28）与式（2）、（3）可知，环

向模态数 n 下位移u 和应力 在频率-波数域内的

各分量为 

   
rn

n

zn

U

U U D

U

 
 

  
 
 








，    

rrn

r n

rzn

T

T T D

T

 
 

  
 
 








   （29） 

2.3  衬砌结构与饱和土体的相互作用 
为了研究隧道衬砌与土体的相互作用，考虑衬

砌与土体之间的边界条件为 
（1）衬砌壳体的应力等于衬砌内、外表面荷载

所产生应力的差值； 
（2）衬砌与土体接触面处位移、应力均连续； 
（3）衬砌与土体接触面完全不透水； 
（4）土体在无限远处的位移衰减为 0。 
如图 1 所示，假设衬砌内表面 x = 0、 = 0°（仰

拱）处作用一个沿径向 z 的固定单位简谐点荷载，

它在 x、y、z 方向产生的应力分量为 

0x yp p  ， i( ) ( ) e t
z

xp
a

  
      （30） 

式中： ( )  为狄拉克 函数。该荷载在频率-波数域

内的各应力分量为[4] 

0xn ynP P   ，
1/ 2π , 0
1/ π , 0zn

a n
P

a n


  
     （31） 

根据第 1 个边界条件，由式（4）有衬砌与土体

接触面处为 

2

outside

[ ]
(1 )

xnn xn zxn

n yn yn zyn

n zn zznzn

QU P T
Eh A V Q P T

a v
W P TQ

      
                       

        
            

  
  

   
 （32） 

式中： zxnT 、 zynT 、 zznT 为土体作用在衬砌外表面的

应力分量。 
注意到图 1、2 所采用圆柱坐标系的主方向并不

完全一致，根据第 2 个边界条件，比较两图可得 

,  , 
,  ,  

z r

zx rz zy r zz rr

u u u w u




     
    

     
   （33） 

式中： zx 、 zy 、 zz 为图 1 坐标体系下的应力，

它们各自在频率-波数域内对应的量即为式（32）中
的 zxnT 、 zynT 、 zznT 。 

文献 [4]已经说明当 r  时， ( )nI  而

( ) 0nK  ，根据第 4 个边界条件，式（27）、（28）
中 In和 In+1的系数应为 0，即 

1 2 0r zA A A A             （34） 

同时利用式（33）、（34），可得衬砌与土体接触
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面处的位移、应力为 

   
1

32 34 36 38
2

22 24 26 28

12 14 16 18

n zn

n θn

n rn r a

r a
r

r a
z

U U
V U
W U

B
u u u u

B
u u u u U F

B
u u u u

B



 



   
   

    
      

 
   

      
         

 
 
 

  

                                       （35） 

   

outside

1
32 34 36 38

2
22 24 26 28

12 14 16 18
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zyn rθn

zzn rrn r a

r a
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z
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B
t t t t

B
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B
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 
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         
      

 
 
 

  

                                       （36） 
将式（35）、（36）代入式（32）中，有 

       2 [ ]
(1 )

xn

ynr a r a

zn

P
Eh A U F P T F

a v
P

  

 
       

  
  





 （37） 

结合式（34），展开式（25）中 fp 的表达式得 

   

   

i
f 0

if

cos( )e

cos( )e  

z

z

p G F n
p G F n
r

  



   
 








    （38） 

式中：环向模态数 n 下孔压 fp 在频率-波数域内的

量为 fnP ； 0[ ]G 及[ ]G 均为 1×4 的矩阵。 
矩阵 0 1 4[ ]G  、 1 4[ ]G  中各元素的具体表达式为 

  2
011 f f 1( )ng M k K r    ， 

  2
012 s s 2( )ng M k K r    ， 

013 0g  ， 014 0g  ； 

  2
11 f f 1 1 1 1( ) ( )n n

ng M k K r K r
r

    
     

， 

  2
12 s s 2 2 1 2( ) ( )n n

ng M k K r K r
r

    
     

， 

13 0g  ， 14 0g  。 

根据第 3 个边界条件，即 f 0
r a

p
r 





，有 

    0r aG F

            （39） 

联立式（37）、（39），有 

 
   

 

11

22 [ ]
(1 )

0

xn

r a r a yn

r zn
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z

B PEh A U TB Pa vF
B PG
B


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
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               

           





                                       （40） 
再通过式（35）、（38）第 1 式，得到不同环向

模态数 n 下  ( )r R R a ≥ 处的位移、孔压为 

 
   

0

f

zn

θn r R

rn r R

n r R

U
UU

F
GU

P

 





 
        
     
  






     （41） 

最后，进行 Fourier 逆变换，可得饱和土体中点 
(r,  , z) 处在时间-空间域内的土骨架位移分量、

孔压表达式为 

 i i
 

0

f f

cos
sin1  e d e

2π cos
cos

r rn

z tn

nz zn

n

u U n
u U n
u U n
p P n

  













   
   

         
            








  （42） 

注意当 r = a 时，ur、u 、uz同时也表示衬砌中

面的位移。 

3  算例和分析 

在本文算例中的荷载振动频率 f = /(2π)，取单

位点荷载的最大振动频率为 80 Hz[7]。计算结果中

Ur、U 、Uz 和 Pf 分别表示式（42）中土骨架的径

向、环向、轴向位移和孔压的幅值。 
为验证本文模型的正确性，将饱和土体退化为

单相介质土体（ f 、b、 、M、m 取 10-4），其余

参数同文献[4]，计算点（r = 20 m， = 90°，z = 0）
处的位移与文献[4]中相应点的位移进行对比，对比

结果见图 3。从图可以看出，二者结果吻合较好，

验证了本文方法的正确性。 
 

 
图 3  本文与 Forrest 等[4]的结果对比 

Fig.3  Comparisons between present work  
and Forrest’s work 
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接下来的算例中所采用的各模型参数见表 1，
其中衬砌参数从文献[4]选取，部分饱和土体参数从

文献[20]选取。 
图 4 给出了土体 b 值不同时，衬砌周围饱和土

体中 A 点（r = 20 m， = 90°，z = 20 m）的位移幅

值随荷载振动频率 f 变化的曲线。为了比较，图 4
中还给出了单相弹性土体（泊松比取 0.3）中对应的

位移曲线。 
 

表 1  模型计算参数 
Table 1  Model parameters for calculation 

衬砌参数 饱和土体参数 

E/MPa  /(g/cm3) v a/m h/m  /MPa  /MPa  f / (g/cm3)  s / (g/cm3) n0  M/MPa b/(N·s/m4) 

5×104 2.5 0.3 3 0.25 30 20 1.00 2.60 0.4 1.0 5×103 106～1010 

 

 
(a) A 点径向位移 Ur 

 
(b) A 点环向位移 Uθ 

 
(c) A 点轴向位移 Uz 

图 4  不同 b值时A点位移幅值随荷载振动频率变化的曲线 
Fig.4  Displacement amplitude of point A varied with  

load vibration frequency under different b 
 

首先分析图 4 中饱和土体中 A 点的响应，可以

看到，A 点各位移幅值分量 Ur、U 、Uz 曲线均在

频率较低时达到最大峰值，然后迅速下降；并且在

到达峰值前，不同 b 值时的各位移分量曲线都几乎

重合。而当频率 f 超过最大峰值频率后，随着土体

b 值的增大（土体渗透性变差），各位移分量均有所

增大，但增大的趋势逐渐减小。b = 108 N·s/m4时

的各分量曲线与 b = 1010 N·s/m4时的各曲线基本接

近，若 b > 1010 N·s/m4，各曲线将不再随 b 值增大

而增大，这说明当衬砌周围土体为渗透性较差的黏

性土时，b 值的变化对土体位移响应的影响很小。A
点的位移分量U 要明显大于分量 Ur、Uz。比较图

4(a)、(c)，Ur、Uz曲线表现出的变化规律非常相似，

数值大小也较为接近，这可能与 A 点距离荷载作用

点的轴向和径向距离相等（r = z = 20 m）有关。 
频率 f > 20 Hz 之后，饱和土中 A 点的位移分量

曲线均出现有规律的波动，波动周期都接近 6 Hz，
产生这种波动的原因是土体中弹性波的干涉。衬砌

各断面的振动都对 A 点的响应均有贡献，其中荷载

作用点处的影响最大。A 点距离荷载作用点 28.4 m，

在 b 值较大的情况下取土体 P1 波波速近似等于文

献[20]中完全无渗流时的 P1 波波速 270 m/s，按照

文献 [4]给出的近似计算方法可得波动周期为

270/(2×28.4) = 4.8 Hz，与 6 Hz 较为接近。说明 f >  
20 Hz 之后，由衬砌传播到 A 点的 P2、S 波已大幅

衰减，P1 波占主导，因此，U 曲线表现出的波动

性较小（U 方向与 P1 波传播方向接近垂直）。 
比较图 4 中饱和土体与弹性土体的响应，两种

土体中 A 点各位移幅值曲线的波动规律各异，相互

之间的大小存在明显差别。由于U 要远大于 Ur、

Uz，根据图 4(b)可知，当 b >107 N·s/m4，A 点在饱

和土体中的位移响应要大于其在弹性土体中的响

应。因此，当土体渗透性较差时，若采用弹性模型

来模拟隧道周围土体，将低估土体的响应水平。可

见在富水地区研究地铁作用下隧道周围土体动力响

应问题时，应引入更接近实际情况的饱和多孔介质

模型。 
图 5 给出了 b = 108 N·s/m4，荷载频率 f 取不

同值时，衬砌隧道仰拱（r = a = 3 m， = 0°）的位
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移幅值沿轴向坐标 z 的分布曲线，z = 0 处恰好为荷

载作用点的位置。隧道仰拱处的环向坐标 = 0°，
因此，环向位移分量U = 0。Ur的值要比 Uz的值大

许多，仰拱处的位移主要是沿着径向的。由图 5(a)
可以看到，随着与荷载作用点距离的增大，Ur曲线

从最大值迅速减小，降低到一定程度后开始出现一

些轻微的起伏。随着 f 值的增大，Ur值呈逐渐减小

的趋势。图 5(b)中，仰拱处的位移 Uz从 0 迅速增大

到峰值，之后逐渐减小。各 Uz曲线的峰值以及峰值

对应的 z 值均随 f 值的增大而减小。 
图 6 给出了荷载频率 f = 65 Hz 时，b 值的变化

对仰拱下方土体孔压幅值 Pf沿 z 分布的影响，由图

可见，孔压 Pf随着 z 值的增大而减小。Pf随着 b 值的

增大而增大，而增大的趋势逐渐减小，b=108 N·s/m4

时的 Pf与 b = 1010 N·s/m4时的 Pf已基本接近，当

衬砌周围土体为黏性土体时，b 值的变化对孔压的

影响很小。 
图 7 给出了 b = 108 N·s/m4时，f 值的变化对仰

拱下方土体孔压幅值 Pf沿 z 分布的影响。各 Pf曲线

从最大值迅速减小，之后出现波动，f 值越小波动

越早趋于平稳。Pf 随着 f 值的增大而增大，尤其在

z < 10 m 时显著增大。因此，当隧道内作用荷载的

振动频率较高时，荷载作用点附近土体中会产生较

大的孔压。 
 

 
(a) 仰拱径向位移 Ur 

 
(b) 仰拱轴向位移 Uz 

图 5  不同荷载频率时隧道仰拱的位移幅值沿 z 的分布曲线 
Fig.5  Displacement amplitude of tunnel invert varied  

with z under different load frequencies 

 
图 6  不同 b 值时仰拱下方土体的孔压幅值沿 z 的分布曲线 

Fig.6  Pore water pressure amplitude of soil beneath  
tunnel invert varied with z under different b 

 

 
图 7  不同荷载频率时仰拱下方土体的孔压幅值沿 z 的分布 
Fig.7  Pore water pressure amplitude of soil beneath tunnel 

invert varied with z under different load frequencies 
 

4  结  论 

（1）饱和土体和弹性土体的位移响应区别明显，

在富水地区研究地铁作用下隧道周围土体动力响应

问题时，应引入更接近实际情况的饱和多孔介质模

型来模拟土体。 
（2）荷载振动频率较低时，饱和土土骨架位移

幅值几乎不受 b 值变化的影响；之后土体位移幅值

随 b 值的增大而增大，但增大的趋势逐渐减小。当

衬砌周围土体为渗透性较差的黏性土时，b 值的变

化对土体位移响应的影响很小。 
（3）随着荷载振动频率的增大，土体和隧道位

移幅值呈现明显减小的趋势，而土体孔压幅值逐渐

增大。 
（4）孔压幅值随 b 值的增大而增大，增大趋势

逐渐减小。当隧道内作用荷载的振动频率较高时，

荷载作用点附近土体中会产生较大的孔压。 
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